
hai ph−¬ng ph¸p tÝnh nguyªn hµm

I. Ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn:

Ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn ®−îc sö dông kh¸ phæ biÕn trong viÖc tÝnh c¸c tÝch ph©n bÊt ®Þnh. Ph−¬ng
ph¸p ®æi biÕn sè ®Ó x¸c ®Þnh c¸c nguyªn hµm cã hai d¹ng dùa trªn ®Þnh lý sau:
§Þnh lý:

a) NÕu

∫
f(x)dx = F (x) + C vµ u = ϕ(x) lµ hµm cã ®¹o hµm th×:∫

f(u)du = F (u) + C

b) NÕu hµm f(x) liªn tôc th× khi ta ®Æt x = ϕ(t) trong ®ã ϕ(t) cïng víi ®¹o hµm ϕ′(t) cña nã lµ
nh÷ng hµm sè liªn tôc, ta sÏ ®−îc:∫

f(x)dx =

∫
f [ϕ(t)].ϕ′(t)dt

Tõ ®ã ta cã hai d¹ng ®æi biÕn sau:

D¹ng 1. Thùc hiÖn theo c¸c b−íc:

• B−íc 1: Chän x = ϕ(t), lµ hµm sè thÝch hîp.

• B−íc 2: LÊy vi ph©n dx = ϕ′(t)dt.

• B−íc 3: BiÓu thÞ f(x)dx theo t vµ dt. Gi¶ sö r»ng

f(x)dx = g(t)dt.

• B−íc 4: Khi ®ã I =

∫
g(t)dt.

L−u ý: C¸c dÊu hiÖu dÉn tíi viÖc lùa chän biÕn phô:

• DÊu hiÖu
√
a2 − x2, a > 0: chän x = a sin t víi t ∈ [−π

2
,
π

2
] hoÆc x = a cos t víi t ∈ [0, π].

• DÊu hiÖu
√
x2 − a2, a > 0: chän x =

a

sin t
víi t ∈ [−π

2
,
π

2
] \ {0} hoÆc x =

a

cos t
víi

t ∈ [0, π] \ {π
2
}.

• DÊu hiÖu
√
a2 + x2, a > 0: chän x = a tg t víi t ∈ (−π

2
,
π

2
) hoÆc x = a cotg t víi t ∈ (0, π).

• DÊu hiÖu
√
a+ x

a− x
hoÆc

√
a− x

a+ x
, a > 0: chän x = a cos 2t víi t ∈ [0,

π

2
].

• DÊu hiÖu
√

(x− a)(b− x): chän x = a+ (b− a) sin2 t.

VÝ dô 1. TÝnh tÝch ph©n:

∫
dx√

(1− x2)3
.

§Æt x = sin t, t ∈ (−π
2
,
π

2
), tÝch ph©n thµnh:
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I =

∫
dt

cos2 t
= tg t+ C =

x√
1− x2

+ C.

Chó ý: Do t ∈ (−π
2
,
π

2
) =⇒ cos t > 0 =⇒


√

(1− x2)3 = cos3 t
x√

1− x2
= tg t.

VÝ dô 2: TÝnh tÝch ph©n bÊt ®Þnh: I =

∫
x2dx√
x2 − 1

.

V× ®iÒu kiÖn |x| > 1, ta xÐt hai tr−êng hîp:

• Víi x > 1: §Æt x =
1

sin 2t
, 0 < t <

π

4
, suy ra:

x2

√
x2 − 1

= − 2dt

sin3 2t
= −(cos2 t+ sin2 t)dt

8 sin3 t cos3 t

= −1

4
(cotg t.

1

sin2 t
+ tg t.

1

cos2 t
+

2

sin t. cos t
)dt.

Tõ ®ã cã

I =
1

8
(cotg2 t− tg2 t)− 1

2
ln | tg t|+ C

=
1

2
x
√
x2 − 1− 1

2
ln |x−

√
x2 − 1|+ C.

• Víi x < −1, t−¬ng tù nh− tr−êng hîp trªn.

Chó ý: ë lêi gi¶i trªn, ta cã kÕt qu¶ cotg2 t− tg2 t = 4x
√
x2 − 1 vµ tg t = x−

√
x2 − 1, v×:

cotg2 t− tg2 t =
cos4 t− sin4 t

cos2 t. sin2 t
=

4 cos 2t

sin2 2t
=

4
√

1− sin2 2t

sin2 2t

=
4

sin 2t

√
1

sin2 2t
− 1 = 4x

√
x2 − 1.

tg t =
sin t

cos t
=

1− cos 2t

sin 2t
=

1

sin 2t
−

√
1

sin2 2t
− 1 = x−

√
x2 − 1.

VÝ dô 3. TÝnh tÝch ph©n bÊt ®Þnh: I =

∫
dx√

(1 + x2)3
.

§Æt x = tg t, t ∈ (−π
2
,
π

2
), khi ®ã

I =

∫
cos tdt = sin t+ C =

x√
1 + x2

+ C.

D¹ng 2. Thùc hiÖn c¸c b−íc sau:

• B−íc 1: Chän t = ϕ(x), lµ hµm sè thÝch hîp, råi x¸c ®Þnh x = ψ(t) (nÕu cã thÓ).

• B−íc 2: LÊy vi ph©n dt = ϕ′(x)dt.

• B−íc 3: BiÓu thÞ f(x)dx theo t vµ dt. Gi¶ sö r»ng

f(x)dx = g(t)dt.
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• B−íc 4: Khi ®ã I =

∫
g(t)dt.

L−u ý: C¸c dÊu hiÖu dÉn tíi viÖc lùa chän biÕn phô:

• DÊu hiÖu hµm cã mÉu sè: chän t lµ mÉu sè.

• DÊu hiÖu f(x,
√
ϕ(x)): chän t =

√
ϕ(x).

• DÊu hiÖu f(x) =
a sin x+ b cosx

c sin x+ d cosx+ e
: chän t = tg

x

2
víi cos

x

2
6= 0.

• DÊu hiÖu f(x) =
1√

(x+ a)(x+ b)
:

+ Víi x+ a > 0, x+ b > 0 chän t =
√
x+ a+

√
x+ b.

+ Víi x+ a < 0, x+ b < 0 chän t =
√
−x− a+

√
−x− b.

VÝ dô 4. TÝnh tÝch ph©n bÊt ®Þnh: I =

∫
cosx sin3 x

1 + sin2 x
dx.

§Æt t = 1 + sin2 x, khi ®ã:

I =
1

2

∫
(1− 1

t
)dt =

1

2
(t− ln |t|) + C =

1

2
[1 + sin2 x− ln(1 + sin2 x)] + C.

VÝ dô 5. TÝnh tÝch ph©n: I =

∫
x2

√
1− x

dx.

§Æt t =
√

1− x =⇒ x = 1− t2, lóc ®ã

I = −2

∫
(t4 − 2t2 + 1)dt = − 2

15
(3t4 − 10t2 + 15)t+ C

= − 2

15
(3x2 + 4x+ 8)

√
1− x+ C.

VÝ dô 6. TÝnh tÝch ph©n: I =

∫
x5 3

√
(1− 2x2)2dx.

§Æt t = 3
√

1− 2x2 =⇒ x2 =
1− t3

2
, khi ®ã:

I =
3

8

∫
(t7 − t4)dt =

3

8
(
t8

8
− t5

5
) + C

=
3

320
(20x4 − 4x2 − 3) 3

√
(1− 2x2)2 + C.

VÝ dô 7. TÝnh tÝch ph©n

∫
sin3 x

√
cosxdx.

§Æt t =
√

cosx =⇒ t2 = cos x, khi ®ã:

I = 2

∫
(t6 − t2)dt =

2

21
(3t6 − 7t2)t+ C

=
2

21
(cos3 x− 7 cos x)

√
cosx+ C.
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VÝ dô 8. TÝnh tÝch ph©n: I =

∫
dx√

1 + ex
.

§Æt t =
√

1 + ex ⇐⇒ t2 = 1 + ex, khi ®ã:

I = 2

∫
dt

t2 − 1
= ln

∣∣∣∣t− 1

t+ 1

∣∣∣∣ + C = ln

∣∣∣∣√1 + ex − 1√
1 + ex + 1

∣∣∣∣ + C.

Cã thÓ ®Æt t = e−
x
2 , lóc Êy I = −2 ln |e−x

2 +
√
e−x + 1|+ C.

VÝ dô 9. TÝnh tÝch ph©n bÊt ®Þnh: I =

∫
dx√

(x+ 1)(x+ 2)
.

Ta xÐt hai tr−êng hîp:

∗ Víi x > 1 ⇐⇒

{
x+ 1 > 0

x+ 2 > 0
,

§Æt t =
√
x+ 1 +

√
x+ 2, khi ®ã:

I = 2

∫
dt

t
= 2 ln |t|+ C = 2 ln |

√
x+ 1 +

√
x+ 2|+ C.

∗ Víi x < −2 ⇐⇒

{
x+ 1 < 0

x+ 2 < 0
.

§Æt t =
√
−(x+ 1) +

√
−(x+ 2), khi ®ã:

I = −2

∫
dt

t
= −2 ln |

√
−(x+ 1) +

√
−(x+ 2)|+ C.

II. Ph−¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn:

Tõ c«ng thøc ®¹o hµm cña hµm tÝch suy ra:∫
udv = uv −

∫
vdu.

Sö dông c«ng thøc nÇy ta cã c¸c b−íc tÝnh tÝch ph©n I =

∫
f(x)dx, nh− sau:

• B−íc 1: BiÕn ®æi tÝch ph©n ban ®Çu vÒ d¹ng:

I =

∫
f(x)dx =

∫
f1(x).f2(x)dx.

• B−íc 2: §Æt:

{
u = f1(x)

dv = f2(x)dx
=⇒

{
du

v.

• B−íc 3: Khi ®ã: I = uv −
∫
vdu.

L−u ý: Khi sö dông ph−¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn ta cÇn tu©n thñ nguyªn t¾c sau:

• Lùa chän phÐp ®Æt dv sao cho v ®−îc x¸c ®Þnh mét c¸ch dÔ dµng.
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• TÝch ph©n
∫
vdu tÝnh ®−îc dÔ h¬n so víi

∫
f(x)dx.

VÝ dô 10: TÝnh tÝch ph©n: I =

∫
x ln(x+

√
x2 + 1)√

x2 + 1
dx.

ViÕt l¹i I =

∫
ln(x+

√
x2 + 1).

x√
x2 + 1

dx

§Æt: u = ln(x+
√
x2 + 1)

dv =
x√
x2 + 1

dx
=⇒

du =
1 + x√

x2+1

x+
√
x2 + 1

dx =
dx√
x2 + 1

v =
√
x2 + 1.

Khi ®ã:

I =
√
x2 + 1. ln(x+

√
x2 + 1)−

∫
dx =

=
√
x2 + 1. ln(x+

√
x2 + 1)− x+ C.

VÝ dô 11: TÝnh tÝch ph©n bÊt ®Þnh: I =

∫
cos(lnx)dx.

TÝch ph©n tõng phÇn víi u = cos(lnx), sau hai b−íc nhËn ®−îc:

I =
x

2
[cos(lnx) + sin(lnx)] + C.

Chó ý: NÕu bµi to¸n yªu cÇu tÝnh c¶ hai tÝch ph©n:∫
sin(lnx)dx;

∫
cos(lnx)dx,

ta sö dông c«ng thøc tÝch ph©n tõng phÇn cho c¶ hai tÝch ph©n råi céng vÕ vµ trõ vÕ ®Ó suy ra tÝch
ph©n cÇn tÝnh.

VÝ dô 12: TÝnh tÝch ph©n bÊt ®Þnh: I =

∫
ln(cosx)

cos2 x
dx.

§Æt

u = ln(cos x)

dv =
dx

cos2 x

, ®−îc: I = ln(cosx). tg x+ tg x− x+ C.

Chó ý: Mét sè d¹ng hµm c¬ b¶n sau ®©y cã c¸ch tÝnh cho riªng tõng lo¹i.

Lo¹i 1. TÝch ph©n I =

∫
P (x) sinαxdx hoÆc

∫
P (x). cosαxdx.

Cã hai c¸ch:

• C¸ch 1: §Æt

{
u = P (x)

dv = sinαxdx
, b»ng c¸ch nÇy ta ph¶i tÝch ph©n tõng phÇn nhiÒu lÇn (sè

lÇn Ýt nhÊt b»ng bËc cña ®a thøc P (x)).

• C¸ch 2: Ph−¬ng ph¸p h»ng sè bÊt ®Þnh Thùc hiÖn c¸c b−íc sau:

+ B−íc 1. Ta cã:

I =

∫
P (x) cosαxdx = A(x) sinαx+B(x) cosαx+ C. (1)

trong ®ã A(x) vµ B(x) lµ hai ®a thøc cïng bËc víi P (x).
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+ B−íc 2. LÊy ®¹o hµm hai vÕ cña (1), ®ù¬c:

P (x). cosαx = [A′(x) +B(x)] sinαx+ [A(x) +B′(x)] cosαx (2)

Sö dông ph−¬ng ph¸p hÖ sè bÊt ®Þnh ta x¸c ®Þnh ®−îc c¸c ®a thøc A(x), B(x).

+ B−íc 3. KÕt luËn.

NhËn xÐt. NÕu bËc cña ®a thøc P (x) lín h¬n hoÆc b»ng 3 th× c¸ch 1 cång kÒnh h¬n c¸ch 2.
Do ®ã ta ®i tíi nhËn ®Þnh sau:

? NÕu bËc cña P (x) nhá h¬n hoÆc b»ng 2, ta lùa chän c¸ch 1

? NÕu bËc cña P (x) lín h¬n 2, ta chän c¸ch 2.

VÝ dô 13: TÝnh tÝch ph©n:

∫
x sin2 xdx

BiÕn ®æi tÝch ph©n I =

∫
x

(
1− cos 2x

2

)
dx =

1

4
x2 − 1

2

∫
x cos 2xdx.

TÝch ph©n tõng phÇn vµo tÝch ph©n

∫
x cos 2xdx, ®−îc kÕt qu¶:

I =
1

4
x2 +

x

4
sin 2x+

1

8
cos 2x+ C

VÝ dô 14: TÝnh: I =

∫
(x3 − x2 + 2x− 3) sin xdx.

Ta cã: I =

∫
(x3 − x2 + 2x− 3) sin xdx = P3(x) cos x+Q3(x) sinx

Víi P3(x) = a1x
3 + b1x

2 + c1x+ d1, Q3(x) = a2x
3 + b2x

2 + c2x+ d2.

LÊy ®¹o hµm hai vÕ råi ®ång nhÊt ®−îc hÖ:
a2 = 0

3a1 = b2 = 0

2b1 + c2 = 0

c1 + d2 = 0

vµ


−a2 = 1

3a2 − b1 = −1

2b2 − c2 = 2

−c2 + d1 = −3.

Gi¶i hai hÖ ®ã ®−îc a1 = −1; b1 = 1, c1 = 4, d1 = 1, a2 = 0, b2 = 3, c2 = −2, d2 = −4.

VËy I = (−x3 + x2 + 4x+ 1) cosx+ (3x2 − 2x− 4) sin x+ C.

∗ Lo¹i 2. TÝch ph©n I =

∫
eax sin bxdx hoÆc

∫
eax. cos bxdx.

Ta còng cã thÓ chän mét trong hai c¸ch t−¬ng tù nh− lo¹i 1 trªn.

• C¸ch 1. Ta ®Æt

{
u = cos bx

dv = eaxdx.

• C¸ch 2. I =

∫
eax cos bxdx = [A cos bx+B sin bx]eax + C víi A,B h»ng sè.

Chó ý:
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a) NÕu bµi to¸n yªu cÇu tÝnh gi¸ trÞ cña mét cÆp tÝch ph©n trªn ta cã thÓ tÝch ph©n tõng phÇn
vµo c¶ hai tÝch ph©n råi céng vÕ vµ trõ vÕ ®Ó ®−îc kÕt qu¶ c¶ hai tÝch ph©n.

b) Ph−¬ng ph¸p trªn còng ¸p dông ®−îc cho tÝch ph©n:

J1 =

∫
eax sin2 bxdx, J2 =

∫
eax cos2 bxdx.

∗ Lo¹i 3. TÝch ph©n I =

∫
P (x).eaxdx hoÆc

∫
P (x). cosαxdx.

Còng chän mét trong hai c¸ch nh− hai lo¹i trªn

• C¸ch 1. §Æt

{
u = P (x)

dv = eaxdx.

• C¸ch 2. I =

∫
P (x).eaxdx = A(x)eax + C trong ®ã A(x) lµ ®a thøc cïng bËc víi P (x).

NhËn xÐt NÕu bËc cña ®a thøc P (x) lín h¬n hoÆc b»ng 3 th× c¸ch 1 cång kÒnh h¬n c¸ch 2. Do
®ã ta ®i tíi nhËn ®Þnh sau:

? NÕu bËc cña P (x) nhá h¬n hoÆc b»ng 2, ta lùa chän c¸ch 1.

? NÕu bËc cña P (x) lín h¬n 2, ta chän c¸ch 2.

∗ Lo¹i 4. TÝch ph©n I =

∫
xα lnxdx, víi α 6= −1

§Æt

{
u = ln x

dv = xαdx

VÝ dô 15: TÝnh tÝch ph©n I =

∫
ex. cos2 xdx.

H¹ bËc cos2 x råi ®−a vÒ tÝch ph©n lo¹i 2, nÕu sö dông ph−¬ng ph¸p ®ång nhÊt ta viÕt:

I =
1

2

∫
ex.(1 + cos 2x)dx = (a+ b cos 2x+ c sin 2x)ex + C.

LÊy ®¹o hµm hai vÕ råi ®ång nhÊt ta ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh:


2a = 1

2(2c+ b) = 1

2(c− 2b) = 0

⇐⇒


a =

1

2

b =
1

10

c =
1

5
.

VËy I =
1

10
(5 + cos 2x+ 2 sin 2x)ex + C.

VÝ dô 16: TÝnh tÝch ph©n I =

∫
xe3xdx.

TÝch ph©n tõng phÇn ®−îc: I =
1

3
xe3x − 1

9
e3x + C.

VÝ dô 17: TÝnh tÝch ph©n I =

∫
(2x3 + 5x2 − 2x+ 4)e2xdx.
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Dïng ph−¬ng ph¸p ®ång nhÊt ®−îc I = (x3 + x2 − 2x+ 3)e2x + C.

VÝ dô 18: TÝnh tÝch ph©n I =

∫
x2 ln 2xdx.

TÝch ph©n tõng phÇn ®−îc I =
x3

3
ln 2x− x3

9
+ C.

III. Dïng hµm phô: ý t−ëng cña ph−¬ng ph¸p dïng hµm phô lµ t×m mét hµm g(x) sao cho nguyªn
hµm cña c¸c hµm sè f(x)± g(x) dÔ x¸c ®Þnh h¬n so víi f(x), tõ ®ã suy ra nguyªn hµm cña f(x),
cô thÓ ta thùc hiÖn c¸c b−íc sau:

• B−íc 1: T×m kiÕm hµm sè g(x).

• B−íc 2: X¸c ®Þnh nguyªn hµm cña hµm sè f(x)± g(x), tøc lµ:{
F (x) +G(x) = A(x) + C1

F (x)−G(x) = B(x) + C2.
(1)

• B−íc 3: Céng vÕ (1) nhËn ®−îc nguyªn hµm cña f(x) lµ F (x) =
1

2
[A(x) +B(x)] + C.

VÝ dô 19: TÝnh I =

∫
sin x

sin x− cosx
dx; J =

∫
cos4 x

sin4 x+ cos4 x
dx.

Hµm phô cho I lµ g(x) =
cosx

sin x− cosx
vµ J lµ g(x) =

sin4 x

sin4 x+ cos4 x
.

VÝ dô 20: TÝnh tÝch ph©n:

∫
ex

ex − e−x
dx.

Dïng hµm sè phô g(x) =
e−x

ex − e−x
.

Bµi tËp
1. TÝnh c¸c tÝch ph©n

I =

∫
x3(2− 3x2)8dx J =

∫
sin3 x.

√
cosxdx

K =

∫
cos2 xdx

sin8 x
K =

∫
dx√
x2 + a

M =

∫
x3dx

x8 − 2
N =

∫
2xdx

x+
√
x2 − 1

.

2. TÝnh c¸c tÝch ph©n

I =

∫
dx√

1 + e2x
J =

∫
dx

(x+ 1)
√
x2 + 2x+ 2

K =

∫
(6x3 + 8x+ 1)dx

(3x2 + 4)
√
x2 + 1

L =

∫
dx

2x
√

2x+ 1

M =

∫
sin xdx

cosx
√

sin2 x+ 1
N =

∫
x3 lnxdx

K =

∫
x sin

√
xdx L =

∫
ln(sinx)

sin2 x
.

8

w
w
w
.v
ie
t
m
a
t
h
s
.c
o
m

w
w
w
.v
ie
t
m
a
t
h
s
.c
o
m

www.vietmaths.com
www.vietmaths.com


3. TÝnh c¸c tÝch ph©n

I =

∫
sin x

sin x+ cosx
J =

∫
ex

ex + e−x
.
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tÝch ph©n x¸c ®Þnh

I. §Þnh nghÜa vµ c¸c tÝnh chÊt:

1. §Þnh nghÜa:

b∫
a

f(x) dx = F (x)
]b

a
= F (b)− F (a) víi F (x) lµ mét nguyªn hµm cña f(x).

Chó ý: TÝch ph©n

b∫
a

f(x) dx chØ phô thuéc f, a, b kh«ng phô thuéc c¸ch ký hiÖu biÕn lÊy tÝch ph©n:

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(x) dt = · · · = F (b)− F (a).

2. C¸c tÝnh chÊt:

i)

b∫
a

f(x)dx = 0.

ii)

b∫
a

f(x)dx = −
a∫

b

f(x) dx.

iii)

b∫
a

kf(x)dx = k

b∫
a

f(x)dx.

iv)

b∫
a

[f(x)± g(x)]dx =

b∫
a

f(x)±
b∫

a

g(x) dx.

v)

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

c∫
b

f(x) dx.

vi) f(x) ≥ 0 =⇒
b∫

a

f(x) dx ≥ 0 (a ≤ b).

vii) f(x) ≥ g(x) =⇒
b∫

a

f(x) dx ≥
b∫

a

g(x) dx, a ≤ b.

viii) NÕu m ≤ g(x) ≤M, ∀x ∈ [a, b] th×

m(b− a) ≤
b∫

a

f(x) dx ≤M(b− a).

VÝ dô 1. TÝnh I =

2∫
−2

|x2 − 1| dx; J =

1∫
−1

|ex − 1| dx.

Do −1 ≤ x ≤ 1 =⇒ x2 − 1 ≤ 0 =⇒ |x2 − 1| = 1− x2 vµ
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{
−2 ≤ x ≤ −1

1 ≤ x ≤ 1
=⇒ x2 − 1 ≥ 0 =⇒ |x2 − 1| = x2 − 1 nªn

I =

−1∫
−2

(x2 − 1) dx+

1∫
−1

(1− x2) dx = 4.

Ngoµi ra:
−1 ≤ x ≤ 0 =⇒ ex ≤ 1 =⇒ ex − 1 ≤ 0 =⇒ |ex − 1| = 1− ex.

0 ≤ x ≤ 1 =⇒ ex ≥ 1 =⇒ ex − 1 ≥ 0 =⇒ |ex − 1| = ex − 1

nªn J =

o∫
−1

(1− ex) dx+

1∫
o

(ex − 1) dx = e+
1

e
− 2.

VÝ dô 2. TÝnh

I =

2∫
0

max {f(x), g(x)}dx

víi f(x) = x2; g(x) = 3x− 2.

Chó ý: f(x)− g(x) = x2 − 3x+ 2.

• 0 ≤ x ≤ 1 =⇒ x2 − 2x+ 2 ≥ 0 =⇒ f(x) ≥ g(x)

=⇒ max {f(x), g(x)} = x2.

• 1 ≤ x ≤ 2 =⇒ x2 − 2x+ 2 ≤ 0 =⇒ f(x) ≤ g(x).

=⇒ max {f(x), g(x)} = 3x− 2.

Nh− vËy: I =

1∫
o

x2dx+

2∫
1

(3x− 2)dx =
17

6
.

Chó ý: NÕu biÕt tËn dông ý nghÜa h×nh häc cña tÝch ph©n, trong nhiÒu tr−êng hîp ta cã ngay ®−îc
®¸p sè cña mét tÝch ph©n t−¬ng ®èi phøc t¹p.

VÝ dô 3. TÝnh I =

a∫
−a

√
a2 − x2dx; a > 0.

Hµm sè y =
√
a2 − x2 =⇒

{
y ≥ 0

x2 + y2 = a2
lµ hµm liªn tôc kh«ng ©m cã ®å thÞ lµ

1

2
®−êng trßn

nªn theo ý nghÜa h×nh häc cña tÝch ph©n th× I lµ diÖn tÝch cña nöa ®−êng trßn nµy: I = πa2.

bµi tËp

1. TÝnh c¸c tÝch ph©n:

I =

3∫
−3

|x− 2| dx; J =

4∫
−1

|x2 − 3x+ 2| dx;

K =

2∫
o

max {x2, 2− x}dx.
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2. T×m a, b ®Ó hµm f(x) =

{
cos

πx

2
khi |x| ≤ 1

|x− 1| khi |x| > 1

liªn tôc trªn R. Tõ ®ã tÝnh

3∫
−2

f(x)dx.

II. Hai ph−¬ng ph¸p c¬ b¶n.

1. §æi biÕn sè: Gåm 2 d¹ng; d¹ng 1 vµ d¹ng 2 nh− tÝch ph©n bÊt ®Þnh, chØ cÇn thªm cËn vµo thÝch

hîp: I =

b∫
a

f(x)dx.

D¹ng 1:

i) Chän x = ϕ(t).
ii) TÝnh dx = ϕ′(t)dt.
iii) TÝnh c¸c cËn α, β t−¬ng øng víi a, b.
iv) BiÓu thÞ f(x)dx theo t vµ dt : f(x)dx = g(t)dt.

v) KÕt luËn I =

β∫
α

g(t)dt.

C¸c dÊu hiÖu lùa chän x = ϕ(t) nh− phÇn tÝch ph©n bÊt ®Þnh ®· biÕt tr−íc ®©y.

VÝ dô 1. TÝnh I =

√
2

2∫
o

x2

√
1− x2

dx.

§æi biÕn x = sin t =⇒ dx = cos tdt.

§æi cËn: x = 0 =⇒ t = 0;x =

√
2

2
=⇒ t =

π

4
.

x2dx√
1− x2

= sin2 tdt.

I =

√
2

2∫
o

x2dx√
1− x2

=

π
2∫

o

sin2 tdt =
1

2

π
2∫

o

(1− cos 2t)dt =
π

8
− 1

4
.

VÝ dô 2. TÝnh I =

2√
3∫

1

dx

x
√
x2 − 1

.

§æi biÕn x =
1

sin t
=⇒ dx = − cos t

sin2 t
dt

§æi cËn x = 1 =⇒ t =
π

2
; x =

2√
3

=⇒ t =
π

3
.

dx

x
√
x2 − 1

=
− cos t

sin2 t
dt

1

sin t

√
1

sin2 t
− 1

= dt.
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I = −

π
3∫

π
2

dt =

π
2∫

π
3

dt =
π

6
.

Chó ý: Cã thÓ biÓn ®æi I =

2√
3∫

2

dx

x2

√
1− 1

x2

råi ®æi biÓn t =
1

x
=⇒ dt = −dx

x2
=⇒ I =

2√
3∫

1
2

dt√
1− t2

råi l¹i ®æi biÕn t = sinu ®Ó ®−îc I =
π

6
.

VÝ dô 3. TÝnh I =

√
3∫

1

√
9 + 3x2

x2
dx.

§æi biÕn: x
√

3 = 3tgt⇐⇒ x =
√

3tgt =⇒ dx =

√
3

cos2 t
dt.

x = 1 =⇒ t =
π

6
; x =

√
3 =⇒ t =

π

4
.

I =

π
4∫

π
6

√
3 cos t

(1− sin2 t) sin2 t
dt

l¹i ®æi biÕn u = sin t (®æi biÕn ng−îc)

I =

√
2

2∫
1
2

√
3du

u2(1− u2)
=
√

3

√
2

2∫
1
2

( 1

u2
− 1

u2 − 1

)
du

=
√

3
(
− 1

u
− 1

2
ln

∣∣∣u− 1

u+ 1

∣∣∣)]√2
2

1
2

=
√

3
(
2−

√
2 +

1

2
ln

√
2 + 1

3(2−
√

2)

)
.

Bµi tËp.
TÝnh c¸c tÝch ph©n:

I =

2∫
1

x2
√

4− x2dx ®æi biÕn x = 2 sin t; ®¸p sè I =
1

2
(
π

3
+

√
3

8
)

J =

o∫
−a

√
a+ x

a− x
, a > 0 ®æi biÕn x = a cos 2t; ®¸p sè J = a(1− π

4
)

K =

a+b
2∫

3a+b
4

√
(x− a)(x− b)dx; 0 < a < b.

®æi biÕn x = a+ (b− a) sin2 t; ®¸p sè
(b− a)2

8

( π

12
−
√

3

8

)
L =

√
3∫

o

x5
√

1 + x2dx; t =
√

1 + x2; ®¸p sè
848

105

M =

π
2∫

o

sin x cos3 x

1 + cos2 x
dx; t = cos x; ®¸p sè:

1

2
(1− ln 2).
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D¹ng 2:

i) Chän t = ϕ(x)

ii) TÝnh dt suy ra dx.
iii) TÝnh cËn α, β øng víi a, b
iv) BiÓu thÞ f(x)dx theo t, dt. Gi¶ sö f(x)dx = g(t)dt.

v) KÕt luËn I =

β∫
α

g(t)dt

C¸c dÊu hiÖu ®æi biÕn d¹ng nµy t−¬ng tù phÇn tÝch ph©n bÊt ®Þnh

VÝ dô 4. TÝnh I =

π
6∫

o

sin 2xdx

2 sin2 x+ cos2 x
.

§Æt t = 2 sin2 x+ cos2 x =⇒ dt = sin 2xdx

x = 0 =⇒ t = 1;x =
π

6
=⇒ t =

5

4
.

sin 2xdx

2 sin2 x+ cos2 x
=
dt

t
.

khi ®ã I =

5
4∫

1

dt

t
= ln |t|

] 5
4

1
= ln

5

4
.

VÝ dô 5. TÝnh I =

√
8∫

√
3

dx

x
√
x2 + 1

; J =

√
7∫

o

x3dx
3
√

1 + x2
.

* TÝnh I :

§Æt t =
√
x2 + 1 =⇒ t2 = x2 + 1 =⇒ 2tdt = 2xdx =⇒ dx =

tdt

x
.

§æi cËn x =
√

3 =⇒ t = 2; x =
√

8 =⇒ t = 3.

dx

x
√
x2 + 1

=
tdt

x2t
=

dt

t2 − 1
.

I =

3∫
2

dt

t2 − 1
=

1

2
ln

∣∣∣t− 1

t+ 1

∣∣∣]3

2
=

1

2
ln

3

2
.

* TÝnh J :

§Æt t = 3
√
x2 + 1 =⇒ t3 = x2 + 1, khi ®ã: 3t2dt = 2xdx =⇒ dx =

3t2dt

2x
.

§æi cËn: x = 0 =⇒ t = 1; x =
√

7 =⇒ t = 2.

Khi ®ã:
x3dx

3
√

1 + x2
=
x3.3t2dt

2xt
= 3t(t3 − 1)dt.

I = 3

2∫
1

(t4 − t)dt = 3
(t5

5
− t2

2

)]2

1
=

141

10
.
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bµi tËp

a) TÝnh I =

π
3∫

π
6

cosxdx

sin2 x− 5 sin x+ 6

®æi biÕn t = sinx. ®¸p sè: I = ln
3(6−

√
3)

5(4−
√

3)
.

b) TÝnh I =

π
3∫

o

sin3 xdx

cosx+ 2

®æi biÕn t = cos x. ®¸p sè: I =
5

2
+ 3 ln

5

6

c) TÝnh I =

2∫
1

1 + ln2 x

x
dx.

®æi biÕn t = ln x, ®¸p sè: I =
4

3
.

d) TÝnh I =

ln 2∫
o

dx√
ex + 2

®æi biÕn t =
√
ex + 2. ®¸p sè: I =

1

2
√

2
ln

[
(6− 4

√
2)(5 + 2

√
6)

]
.

2. Ph−¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn:
Nh¾c l¹i:

• B1 : BiÕn ®æi tÝch ph©n ban ®Çu vÒ d¹ng

I =

b∫
a

f(x)dx =

b∫
a

f1(x).f2(x)dx

• B2 : §Æt

{
u = f1(x)

dv = f2(x)dx
=⇒

{
du

v
.

• B3 : Khi ®ã I = uv
∣∣∣b
a
−

b∫
a

vdu

Chó ý: Khi sö dông ph−¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn ®Ó tÝnh tÝch ph©n cÇn tu©n thñ c¸c qui t¾c
sau:

1) Lùa chän phÐp ®Æt dv sao cho v ®−îc x¸c ®Þnh mét c¸ch dÔ dµng.

2) TÝch ph©n

b∫
a

vdu ®−îc x¸c ®Þnh mét c¸ch dÔ dµng so víi I.

3) Nhí 4 d¹ng c¬ b¶n:

(i) I =

∫
P (x) sinαx (hoÆc

∫
P (x) cosαxdx) ®Æt u = P (x).
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(ii) I =

∫
eax cosbxdx (hoÆc

∫
eax sin bxdx); a, b 6= 0.

§Æt u = cos bx hay u = sin bx.

(iii) I =

∫
P (x)eαxdx (hoÆc

∫
P (x)eαxdx) ®Æt u = P (x).

(iv) I =

∫
xα lnxdx; α 6= −1; ®Æt u = ln x.

VÝ dô 1. TÝnh I =

2∫
1

ln(1 + x)

x2
dx.

ln(1 + x) −→ dx

1 + x

dx

x2
−→ −1

x

I = −1

x
ln(x+ 1)

]2

1
+

2∫
1

dx

x(x+ 1)

= −1

3
ln 3 + ln 2 +

2∫
1

(1

x
− 1

x+ 1

)
dx

= −3

2
ln 3 + 3 ln 2.

VÝ dô 2. TÝnh I =

e∫
1

(x lnx)2dx.

I =
x3

3
ln2 x

]2

1
− 1

3

e∫
1

x2 lnxdx =
e3

3
− 1

3

e∫
1

x2 lnxdx

=
e3

3
− 1

3

(x3

3
lnx

]2

1
− 1

3

e∫
1

x2dx
)

=
e3

3
− 1

3

(2e3

9
+

1

9

)
=

7e3

27
− 1

27
.

VÝ dô 3. TÝnh I =

π
2∫

o

cosx. ln(1 + cos x)dx

I = sinx. ln(1 + cos x)
]π

2

o
+

π
2∫

o

sin2 x

1 + cos x
dx

=

π
2∫

o

(1− cosx)dx = (x− sin x)
]π

2

o
=
π

2
.
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VÝ dô 4. TÝnh I =

2∫
1
2

lnx

(x+ 1)2
dx.

I = − lnx

x+ 1

]2

1
2

+

2∫
1
2

dx

x(x+ 1)

=
e− 1

e+ 1
+

2∫
1
2

(
1

x
− 1

x+ 1
)dx

=
e− 1

e+ 1
+ (ln |x| − ln |x+ 1|)

]2

1
2

=
2e

e+ 1
.

III. Mét sè tÝch ph©n ®Æc biÖt.

1. f(x) liªn tôc vµ lµ hµm lÎ trªn [−a, a] th× I =

a∫
−a

f(x) dx = 0.

VÝ dô 1. TÝnh I =

1
2∫

− 1
2

cosx. ln
(1− x

1 + x

)
dx.

Hµm f(x) = cosx. ln
(1− x

1 + x

)
liªn tôc trªn [−1

2
,
1

2
] vµ

f(x) + f(−x) = cosx ln
(1− x

1 + x

)
+ cos(−x). ln

(1 + x

1− x

)
=

[
ln

(1− x

1 + x

)
+ ln

(1 + x

1− x

)]
cosx = ln 1. cosx = 0

=⇒ f(−x) = −f(x).

VËy f(x) lµ hµm lÎ, do ®ã I = 0.

Chó ý: Khi gÆp d¹ng tÝch ph©n nµy th−êng ta nghÜ ngay tíi ph−¬ng ph¸p tÝch ph©n tõng phÇn, tuy
nhiªn ®ã ch−a ph¶i lµ gi¶i ph¸p tèt. §iÒu nµy cho thÊy viÖc nh×n nhËn tÝnh chÊt cËn vµ ®Æc tÝnh cña
hµm sè d−íi dÊu tÝch ph©n ®Ó tõ ®ã lùa chän ph−¬ng ph¸p gi¶i lµ rÊt quan träng.

Tuy nhiªn khi lµm bµi thi nªn tr×nh bµy nh− sau:

I =

o∫
− 1

2

cosx.
(1− x

1 + x

)
dx+

1
2∫

0

cos(−x). ln
(1− x

1 + x

)
dx.

§æi biÕn vµo tÝch ph©n thø nhÊt: x = −t =⇒ dx = −dt
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x = −1

2
=⇒ t =

1

2
; x = 0 =⇒ t = 0.

I =

o∫
1
2

cos(−t). ln
(1 + t

1− t

)
dt+

1
2∫

o

cosx. ln
(1− x

1 + x

)
dx

= −

1
2∫

o

cos t. ln
(1− t

1 + t

)
dt+

1
2∫

o

cosx. ln
(1− x

1 + x

)
dx = 0.

2) Mét sè d¹ng tÝch ph©n s©u ®©y t−¬ng tù nh− 1)

(i) NÕu f(x) liªn tôc vµ ch½n trªn ®o¹n [−a, a] th×
a∫

−a

f(x) dx = 2

a∫
o

f(x) dx.

(ii) NÕu f(x) liªn tôc vµ ch½n th×:

α∫
−α

f(x) dx

ax + 1
=

α∫
o

f(x) dx.

(iii) NÕu f(x) liªn tôc trªn [0,
π

2
] th×:

π
2∫

o

f(sinx) dx =

π
2∫

o

f(cosx) dx.

(iv) NÕu f(x) liªn tôc vµ f(a+ b− x) = f(x) th×

b∫
a

xf(x)dx =
a+ b

2

b∫
a

f(x) dx.

(v) NÕu f(x) liªn tôc trªn [0, 1] th×

π−α∫
α

xf(sinx) dx =
π

2

π−α∫
α

f(sinx) dx.

VÝ dô 2. TÝnh I =

1∫
−1

x4dx

2x + 1
.

Ta cã

I =

o∫
−1

x4dx

2x + 1
+

1∫
o

x4dx

2x + 1
.
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§æi biÕn x = −t vµo tÝch ph©n thø nhÊt,

o∫
−1

x4dx

2x + 1
= −

o∫
1

(−t)4dt

2−t + 1
=

1∫
o

t42t

2t + 1
dt =

1∫
o

x42xdx

2x + 1
.

Thay vµo I:

I =

1∫
o

x42x

2x + 1
dx+

1∫
o

x4dx

2x + 1
=

1∫
o

x4(2x + 1)

2x + 1
dx =

1∫
o

x4dx =
1

5
.

VÝ dô 3. TÝnh I =

π
2∫

o

cosn x

cosn x+ sinn x
dx.

§Æt t =
π

2
− x =⇒ dx = −dt; x = 0 =⇒ t =

π

2
; x =

π

2
=⇒ t = 0.

I =

π
2∫

o

cosn(π
2
− t)(−dt)

cosn(π
2
− t) + sinn(π

2
− t)

=

π
2∫

o

sinn tdt

cosn t+ sinn t
=

π
2∫

o

sinn x

cosn x+ sinn x
dx.

do ®ã: 2I =

π
2∫

o

cosn x+ sinn x

cosn x+ sinn x
dx =

π
2∫

o

dx =
π

2
=⇒ I =

π

4
.

VÝ dô 4. TÝnh I =

π∫
o

x sin xdx

4− cos2 x
.

(
I =

π∫
o

x sin xdx

4− (1− sin2 x)
=

π∫
o

x sin xdx

3 + sin2 x
: cã d¹ng:

π∫
o

xf(sinx) dx
)
.

§Æt x = π − t =⇒ dx = −dt; x = π =⇒ t = 0; x = 0 =⇒ t = π.

I = −
o∫

π

(π − t) sin(π − t) dt

4− cos2(π − t)
=

π∫
o

(π − t) sin tdt

4− cos2 t

=

π∫
o

π sin tdt

4− cos2 t
−

π∫
o

t sin tdt

4− cos2 t
= −π

π∫
o

d(cos t)

4− cos2 t
− I

=⇒ 2I = −π
π∫

o

d(cos t)

4− cos2 t
= π

π∫
o

d(cos t)

cos2 t− 4

=⇒ I =
π

2

π∫
o

d(cos tr)

cos2 t− 4
=
π

2
.
1

4
ln

∣∣∣cos t− 2

cos t+ 2

∣∣∣]π

o
=
π ln 9

8
.
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VÝ dô 5. TÝnh tÝch ph©n I =

π
2∫

o

ln
( 1 + sinx

1 + cos x

)
dx.

§Æt t =
π

2
− x =⇒ dx = −dt.

§æi cËn: x = 0 =⇒ t =
π

2
; x =

π

2
=⇒ t = 0. khi ®ã

I =

o∫
π
2

ln
( 1 + sin(π

2
− t)

1 + cos(π
2
− t)

)
(−dt) =

π
2∫

o

ln
(1 + cos t

1 + sin t

)
dt

= −

π
2∫

o

ln
( 1 + sin t

1 + cos t

)
dt = −I.

Suy ra 2I = 0. VËy I = 0.

VÝ dô 6. TÝnh I =

1∫
−1

x4 + sinx

x2 + 1
dx.

I =

1∫
−1

x4dx

x2 + 1
+

1∫
−1

sin x

x2 + 1
dx.

Ta cã:

I1 =

1∫
−1

x4dx

x2 + 1
=

1∫
−1

x4 − 1 + 1

x2 + 1
dx =

1∫
−1

(
x2 − 1 +

1

x2 + 1

)
dx

=

1∫
−1

(x2 − 1) dx+

1∫
−1

dx

x2 + 1
= −4

3
+

1∫
−1

dx

x2 + 1
.

§æi biÕn vµo tÝch ph©n thø hai: x = tgt, t ∈
(
− π

2
,
π

2

)
.

dx =
dt

cos2 t
= (1 + tg2t) dt;

dx

x2 + 1
= dt

x = −1 =⇒ t = −π
4
; x = 1 =⇒ t =

π

4
.

Nh− vËy: I1 = −4

3
+

π
4∫

−π
4

dt =
π

2
− 4

3
.

I2 =

1∫
−1

sin x

x2 + 1
dx =

o∫
−1

sin x

x2 + 1
dx+

1∫
o

sin x

x2 + 1
dx.

®æi biÕn x = −t vµo tÝch ph©n thø nhÊt ta ®−îc

I2 =

o∫
1

sin(−t)
(−t)2 + 1

(−dt) +

1∫
o

sin x

x2 + 1
dx

= −
1∫

o

sin tdt

t2 + 1
+

1∫
o

sin x

x2 + 1
dx = 0.
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VËy: I =
π

2
− 4

3
.

Bµi tËp
TÝnh c¸c tÝch ph©n

1) I =

2x∫
o

x cos3 xdx

§æi biÕn x = 2π − t; I = 2π

2π∫
o

cos3 tdt− I =⇒ 2I = 0 =⇒ I = 0.

2) I =

π
4∫

o

ln(1 + tgxdx.

®æi biÕn t =
π

4
− x. §¸p sè: I =

π

8
ln 2.

3) I =

1∫
−1

√
1− x2

1 + 2x
dx

I =

1∫
−1

√
1− x2

1 + 2x
dx+

1∫
o

√
1− x2

1 + 2x
dx; ®æi biÕn x = −t vµo tÝch ph©n thø nhÊt:

I =

1∫
o

2x
√

1− x2

1 + 2x
dx+

1∫
o

√
1− x2

1 + 2x
dx =

1∫
o

√
1− x2dx

l¹i ®æi biÕn x = sinu; §¸p sè: I =
π

4
.

TÝnh c¸c tÝch ph©n sau:

1)

π
2∫

−π
2

x+ cosx

4− sin2 x
dx;

π∫
o

x sin2x dx;

2)

π∫
−π

sin2 x

3x + 1
dx;

π
2∫

−π
2

x2.| sin x|
1 + 2x

dx;

3)

1∫
−1

(
ex2

sin x+ e2.x2
)
dx;

3π
2∫

− 3π
2

√
2− 2 cos 2x dx.

4)

π
2∫

o

sin4 x

cos4 x+ sin4 x
dx;

1∫
−1

dx

(ex + 1)(x2 + 1)
.

5)

π∫
o

x sinxdx

3 + cos2 x
;

π∫
o

x sin xdx

1 + cos2 x
.
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TÝch ph©n hµm h÷u tØ

1. Ph−¬ng ph¸p ph©n tÝch

C«ng thøc ∫
xdx

x2 ± a
=

1

2
ln |x2 ± a|+ C∫

dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− a

x+ a

∣∣∣∣ + C∫
dx

(x+ a)α
=

1

(1− α)(x+ a)α+1
+ C∫

dx

(ax+ b)α
=

1

a
· 1

(1− α)(ax+ b)α+1
+ C.

Nh− vËy gÆp

f(x) =
x2

(ax+ b)α

ta viÕt

x2 =
1

a2
· a2x2 =

1

a2

[
(ax+ b)− b

]2

=
1

a2

[
(ax+ b)2 − 2b(ax+ b) + b2

]
.

Do ®ã

f(x) =
1

a2

[
1

(ax+ b)α−2
− 2b

(ax+ b)α−1
+

b2

(ax+ b)α

]
.

VÝ dô 1.TÝnh I =

∫ 1
2

0

x2

(1− x)2005
dx.

Më réng
x3

(x+ b)α
=

[(x+ b)− b]3

(x+ b)α
=

(x+ b)3 − 3b(x+ b)2 + 3b2(x+ b)− b3

(x+ b)α
.

VÝ dô 2. TÝnh I =

∫ 1
2

−1

x3

(x− 1)10
.

b) I =

∫ b

a

f(x)dx víi f(x) =
1

ax2 + bx+ c
.

XÐt ba tr−êng hîp

(i) b2 − 4ac < 0 : ax2 + bx+ c = a
(
x+

b

2a

)2
+

4ac− b2

4a
.

f(x) cã d¹ng
1

u2 + α2
nªn ®æi biÕn u = α tg t.

(ii) b2 − 4ac = 0 : ax2 + bx+ c = a
(
x+

b

2a

)2
.

f(x) cã d¹ng
1

a
(
x+

b

2a

)2
lµ tr−êng hîp a).
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(iii) b2 − 4ac > 0 : ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2).

f(x) =
1

a(x− x1)(x− x2)
. Ph©n tÝch thµnh tæng

1

(x− x1)(x− x2)
=

1

x2 − x1

(
1

x− x2

− 1

x− x1

)
.

VÝ dô. TÝnh
∫ 1

0

dx

x2 − x− 2
.

c) f(x) =
λx+ µ

ax2 + bx+ c
.

ViÕt

λx+ µ =
λ

2a
(2ax+ b) + µ− λb

a2
.

f(x) =
λ

2a
· 2ax+ b

ax2 + bx+ c
+

(
µ− λb

2a

)
· 1

ax2 + bx+ c
.

VÝ dô. TÝnh
∫ 1

0

x− 1

x2 + 4x+ 3
dx.

d) f(x) =
P (x)

ax2 + bx + c
: Chia ®a thøc tö cho mÉu ®Ó ®−îc

f(x) = Q(x) +
λx+ µ

ax2 + bx+ c
.

VÝ dô. TÝnh I =

∫ 1

0

2x3 − 10x2 + 16x− 1

x2 − 5x+ 6
dx.

e) f(x) =
a1x

2 + b1x+ c1
(x− α)(ax2 + bx+ c)

. Ta xÐt c¸c tr−êng hîp

(i) b2 − 4ac > 0 : lóc ®ã ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2) nªn

f(x) =
a1x

2 + b1x+ c1
(x− α)a(x− x1)(x− x2)

=
A

x− α
+

B

x− x1

+
C

x− x2

víi A,B,C lµ c¸c h»ng sè, x¸c ®Þnh ®−îc nhê phÐp ®ång nhÊt.

(ii) b2 − 4ac = 0 : ax2 + bx+ c = a(x− x0)
2 nªn

f(x) =
A

x− α
+

B

x− x0

+
C

(x− x0)2

víi A,B,C lµ c¸c h»ng sè x¸c ®Þnh ®−îc nhê phÐp ®ång nhÊt.

VÝ dô. TÝnh I =

∫ 1

0

(x2 + 2)dx

(x+ 1)(x2 + 4x+ 4)
.

(iii) b2 − 4ac < 0 :

f(x) =
A

x− α
+

λx+ µ

ax2 + bx+ c

víi A, λ, µ lµ c¸c h»ng sè ®−îc x¸c ®Þnh nhê phÐp ®ång nhÊt.
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Tæng qu¸t: f(x) =
P (x)

(x− α)(ax2 + bx+ c)
.

Chia tö cho mÉu råi ®−a vÒ tr−êng hîp trªn.

VÝ dô. TÝnh I =

∫ 1

0

x2 + 2x− 2

x3 + 1
dx.

f) f(x) =
1

(x+ a)2(x+ b)2
.

Chó ý. V×

[
(x+ a)− (x+ b)

a− b

]2

= 1 nªn

f(x) =

(
(x+ a)− (x+ b)

(a− b)(x+ a)(x+ b)

)2

=
1

(a− b)2

[
1

x+ b
− 1

x− a

]2

=
1

(a− b)2

[
1

(x+ b)2
+

1

(x+ a)2
− 2

(x+ a)(x+ b)

]
=

1

(a− b)2

[
1

(x+ b)2
+

1

(x+ a)2
−

(
1

x+ a
− 1

x+ b

)
· 1

b− a

]
.

VÝ dô 1. TÝnh I =

∫ 1

0

dx

(x+ 3)2(x+ 1)2
.

VÝ dô 2. TÝnh I =

∫ 1
2

−1

7x− 4

x3 − 3x+ 2
dx.

Chó ý.
7x− 4

x3 − 3x+ 2
=

1

(x− 1)2
+

2

x− 1
− 2

x+ 2
.

Ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn

VÝ dô 1. TÝnh I =

1∫
√

6+
√

10
2

1 + x2

1 + x4
dx.

Ta cã
1 + x2

1 + x4
=

1 +
1

x2(
x− 1

x

)2
+ 2

. §æi biÕn t = x− 1

x
.

VÝ dô 2. TÝnh J =

∫ 1

1
2

x2 − 1

x4 + 1
dx.

Ta cã
x2 − 1

x4 + 1
=

1− 1

x2(
x+

1

x

)2 − 2
. §æi biÕn t = x+

1

x
.

Chó ý. C¶ hai tÝch ph©n nµy ®Òu kh«ng ®æi biÕn ®−îc nÕu kho¶ng lÊy tÝch ph©n chøa ®iÓm 0. Lóc
Êy dïng c«ng thøc

F (x) = ln
x2 − x

√
2 + 1

x2 + x
√

2 + 1
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lµ nguyªn hµm cña f(x) =
2
√

2(x2 − 1)

x4 + 1
. Cßn

f(x) =
1 + x2

1 + x4
=

1

2

(
1

x2 − x
√

2 + 1
+

1

x2 + x
√

2 + 1

)
.

VÝ dô 3. TÝnh I =

∫ 1

0

1 + x4

1 + x6
dx.

Ta cã
1 + x4

1 + x6
=

x4 − x2 + 1 + x2

(1 + x2)(x4 − x2 + 1)
=

1

x2 + 1
+

x2

x6 + 1
.

+ §æi biÕn x = tg t vµo tÝch ph©n

∫ 1

0

1

x2 + 1
dx.

+ §æi biÕn x3 = tg t vµo tÝch ph©n

∫ 1

0

x2

x6 + 1
dx.

Bµi tËp

TÝnh c¸c tÝch ph©n sau∫ 1

0

dx

x2 − x− 2

∫ 3

0

x3

x2 + 2x+ 1
dx∫ 1

0

x2 + 3x+ 10

x2 + 2x+ 9
dx

∫ 1

0

x

(1 + 3x)3
dx.

∫ 1

0

dx

x4 + 4x2 + 3

∫ 1

0

x

(1 + 2x)3
dx∫ 1

0

x3 + 2x2 + 10x+ 1

x2 + 2x+ 9
dx

∫ 1

0

4x+ 11

x2 + 5x+ 6
dx∫ 1

0

3

1 + x3
dx

∫ √
3

0

3x2 + 2

x2 + 1
dx.

TÝch ph©n hµm v« tØ

1. Sö dông c¸c nguyªn hµm c¬ b¶n∫
xdx√
x2 ± a

=
√
x2 ± a+ C∫

dx√
x2 ± a

= ln |x+
√
x2 ± a|+ C∫ √

x2 ± a =
x

2

√
x2 ± a+

a

2
ln |x+

√
x2 ± a|+ C.
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VÝ dô 1.

I =

∫ 3

2

dx

x2 − x− 1
=

∫ 3

2

dx√(
x− 1

2

)2−5
4

= ln
∣∣(x− 1

2

)
+
√
x2 − x− 1

∣∣]3

2

= ln
(5

2
+
√

5
)
− ln

(3

2
+ 1

)
= ln

5 + 2
√

5

5
.

VÝ dô 2.

I =

∫ e

2

(x2 + 1)dx

x
√
x4 + 1

=

∫ e

2

x2 + 1

x2

√
x2 + 1

x2

dx =

∫ e

2

d
(
x− 1

x

)√(
x− 1

x

)2
+2

= ln
∣∣(x− 1

x

)
+

√(
x− 1

x

)2
+2

∣∣]e

2

= ln

[(
e− 1

e

)
+

√
e2 +

1

e2

]
− ln

(3

2
+

√
11

4

)
.

VÝ dô 3.

I =

∫ 1

0

xdx√
1 + x2 +

√
(1 + x2)3

=

∫ 1

0

xdx
√

1 + x2 ·
√

1 +
√

1 + x2

§æi biÕn t =
√

1 + x2 =⇒ t2 = 1 + x2 =⇒ tdt = xdx.

§æi cËn x = 0 =⇒ t = 1, x = 1 =⇒ t =
√

2.

I =

∫ √
2

1

tdt

t
√

1 + t
=

∫ √
2

1

dt√
1 + t

= 2
√

1 + t
]2

1
= 2

(√
1 +

√
2−

√
2
)
.

Bµi tËp lµm thªm

TÝnh c¸c tÝch ph©n sau

I =

∫ 2
√

2

0

x
√
x2 + 1dx J =

∫ 0

−1

dx√
x2 + x+ 1

.

2. Dïng l−îng liªn hiÖp ®Ó trôc c¨n ë mÉu

VÝ dô 4. TÝnh I =

∫ 1

0

dx√
x+ 1 +

√
x
.

I =

∫ 1

0

(√
x+ 1−

√
x
)
dx =

2

3

(
(x+ 1)

3
2 − x

3
2

)]1

0

=
4

3
(
√

2− 1).

VÝ dô 5. TÝnh I =

∫ 6

2

√
x− 2

x+ 2
dx.

I =

∫ 6

2

x− 2√
x2 − 4

dx =

∫ 6

2

xdx√
x2 − 4

− 2

∫ 6

2

dx√
x2 − 4

=
(√

x2 − 4− 2 ln |x+
√
x2 − 4|

)]6

2

= 4
√

2− 2 ln(3 + 2
√

2).
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Bµi tËp lµm thªm

TÝnh c¸c tÝch ph©n sau

I =

∫ 0

−1

dx√
4− x−

√
x+ 2

I =

∫ 5

2

√
x− 1

x+ 1
dx.

3. Ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn

C¸c dÊu hiÖu ®æi biÕn nh− tÝch ph©n bÊt ®Þnh

VÝ dô 6. TÝnh I =

∫ 1
2

0

x3dx√
1− x2

.

C1. §Æt x = sin t =⇒ dx = cos tdt, x ∈
[
0,

1

2

]
=⇒ t ∈

[
0,
π

6

]
.

I =

∫ π
6

0

sin3 t · cos tdt

cos t
=

∫ π
6

0

sin3 tdt

=
1

4

∫ π
6

0

(3 sin t− sin 3t) =
(
−3

4
cos t+

1

12
cos 3t

)]π
6

0

= −3

4

(√3

2
− 1

)
− 1

12
.

C2. §Æt t =
√

1− x2 =⇒ t2 = 1− x2 =⇒ tdt = −xdx.

I =

∫ √
3

2

1

(1− t2)(−tdt)
t

=

∫ 1

√
3

2

(t2 − 1)dt =
(1

3
t3 − t

)]1

√
3

2

.

ë ®©y chØ giíi thiÖu C1 vµ C2, cßn kiÓm tra c«ng thøc råi dïng c¸ch 3.

VÝ dô 7. TÝnh I =

∫ √
3

0

√
1 + x2dx.

C1. §æi biÕn x = tg t.

I =

∫ π
3

0

dt

cos3 t
=

∫ π
3

0

cos tdt

cos4 t
=

∫ π
3

0

cos tdt

(1− sin2 t)2
.

TiÕp tôc ®æi biÕn u = sin t, ta ®−îc

I =

∫ √
3

2

0

du

(u+ 1)2(u− 1)2
=

1

4

(
ln

∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣− 2u

u1 − 1

) ]√3
2

0

.

C2. §æi biÕn t = x+
√

1 + x2, x ∈ [0,
√

3] =⇒ t ∈ [1,
√

3 + 2].

t− x =
√

1 + x2 =⇒ t− x2 = 1 + x2 =⇒ x =
t2 − 1

2t

=⇒
√

1 + x2 =
t2 + 1

2t
.
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dt =

(
1 +

x√
1 + x2

)
dx =

x+
√

1 + x2

√
1 + x2

dx =
2t2

t2 + 1
dx

=⇒ dx =
t2 + 1

2t2
dt.

√
1 + x2dx =

t2 + 1

2t
· t

2 + 1

2t2
dt =

1

4

(
t+

2

t
+

1

t3

)
dt.

I =
1

4

∫ √
3+2

1

(
t+

2

t
+

1

t3
)
dt =

1

4

(t2
2

+ 2 ln |t| − 1

2t2
)]√3+2

1

.

C3. TÝch ph©n tõng phÇn, ta ®−îc

I =

(
x

2

√
x2 + 1 +

1

2
ln |x+

√
x2 + 1|

) ]√3

0

.

Chó ý. Chñ yÕu lµ c¸ch 2: ®Æt t = x+
√

1 + x2 cã thÓ dïng cho

∫
dx√

1 + x2
.

VÝ dô 8. TÝnh I =

∫ 1

0

√
1− x√

(1 + x)5
dx.

ViÕt l¹i I =

∫ 1

0

√
1− x

1 + x
· dx

(1 + x2)
.

§æi biÕn t =

√
1− x

1 + x
=⇒ x =

1− t2

1 + t2
=⇒ dx =

−4tdt

(1 + t2)2
.

I =

∫ 0

1

t

(
1 + t2

2

)2

· −4tdt

(1 + t2)2
= −

∫ 0

1

t2dt = −t
3

3

]0

1

=
1

3
.

Chó ý. NÕu biÓu thøc d−íi dÊu tÝch ph©n cã chøa n

√
ax+ b

cx+ d
th× ®æi biÕn t = n

√
ax+ b

cx+ d
. Ngoµi ra ë

vÝ dô 8 cã chøa
√

1− x2 vµ
√

1 + x2 nªn cã thÓ ®æi biÕn x = cos 2t.

VÝ dô 9. TÝnh I =

∫ 7
3

0

(x+ 1)dx
3
√

3x+ 1
.

§æi biÕn t = 3
√

3x+ 1 =⇒ t3 = 3x+ 1 =⇒ 3t2dt = 3dx.

I =
1

3

∫ 2

1

(t4 + 2t)dt =
46

15
.

VÝ dô 10. TÝnh I =

∫ 2

0

x2
√
x3 + 1dx.

Cã thÓ ®æi biÕn t = x3 hay t = x3 + 1. §¸p sè I =
52

9
.

VÝ dô 11. TÝnh I =

∫ 16

4

√
xdx

3
√
x2 − 4

√
x
.
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§æi biÕn t = 12
√
x⇐⇒ t12 = x =⇒ 12t11dt = dx.

I =

∫ 3√2

1

12 · t17dt

t8 − t3
= 12

∫ 3√2

1

(
t9 + t4 +

t4

t5 − 1

)
dt

= 12
(t10

10
+
t5

5
+

1

5
ln |t5 + 1|

)] 3√2

1

.

Chó ý. NÕu biÓu thøc d−íi dÊu tÝch ph©n cã chøa n
√
x, m
√
x, . . . , r

√
x th× ®æi biÕn t = l

√
x víi l lµ béi

sè chung nhá nhÊt cña n,m, . . . , r.

VÝ dô 12. TÝnh I =

∫ 1

0

dx√
(x+ 1)(x+ 8)

.

§æi biÕn t =
√
x+ 1 +

√
x+ 8 =⇒ dt =

(
1

2
√
x+ 1

+
1

2
√
x+ 8

)
dx

Suy ra
dx√

(x+ 1)(x+ 8)
=

2dt

t
. VËy

I =

∫ 3+
√

2

1+2
√

2

dt

t
= 2 ln |t|

]3+
√

2

1+2
√

2

= 2 ln
3 +

√
2

1 + 2
√

2
.

VÝ dô 13. TÝnh I =

∫ 3

2

dx√
(−4 + 5x− x2)3

.

ViÕt l¹i I =

∫ 3

2

dx(
(x− 1)(4− x)

)3 .

Ta t×m nguyªn hµm x = a+ (b− a) sin2 t, 0 ≤ t ≤ π

2
.

x = 1 + 3 sin2 t =⇒ dx = 2 sin 2tdt.

dx√(
(x− 1)(4− x)

)3
=

3 sin 2tdt√
(3 sin2 t · 3 cos2 t)3

=
3 sin 2tdt

33 sin3 2t
=

1

9
· dt

sin2 2t
.

Suy ra nguyªn hµm lµ −1

9
cotg 2t = − 5− 2x

2
√

(x− 1)(4− x)
.

VËy I =
2x− 5

2
√

(x− 1)(4− x)

]3

2

=
1√
2
.r

VÝ dô 14. TÝnh I =

∫ 2

1

dx

x
√
x2 + 1

.

§æi biÕn x =
1

t
=⇒ dx = −dt

t2
.

I = −
∫ 1

2

1

−dt
t2

1

t

√
1

t2
+ 1

=

∫ 1

1
2

dt√
1 + t2

= ln |t+
√
t2 + 1|

]1

1
2

= ln(1 +
√

2)− ln
(1

2
+

√
5

2

)
= ln

2 + 2
√

2

1 +
√

5
.
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Chó ý. GÆp

∫
dx

(λx+ µ)
√
ax2 + bx+ c

th× ®Æt λx+ µ =
1

t
.

VÝ dô 15. TÝnh I =

∫ 1

−1

dx

1 + x+
√

1 + x2
.

§æi biÕn t = x +
√

1 + x2 =⇒ t − x =
√

1 + x2 =⇒ (t − x)2 = 1 + x2 =⇒ x =
t2 − 1

2t
=⇒

√
1 + x2 = t− t2 − 1

2t
=
t2 + 1

2t
.

dx =
4t2 − 2(t2 − 1)

4t2
dt =

2t2 + 2

4t2
dt =

t2 + 1

2t2
.

VËy I =
1

2

∫ √
2+1

√
2−1

(t2 + 1)dt

t2(t+ 1)
.

Ph©n tÝch
t2 + 1

t2(t+ 1)
=
A

t2
+
B

t
+

C

t+ 1
=⇒


A = 1

B = −1

C = 2

.

I =
1

2

∫ √
2+1

√
2−1

( 1

t2
− 1

t
+

2

t+ 1

)
dt =

1

2

(
− 1

t
− ln |t|+ 2 ln |t+ 1|

)]√2+1

√
2−1

= 1.

Bµi tËp

TÝnh c¸c tÝch ph©n sau

∫ 1

0

x3
√

1 + x2dx

∫ √
7

0

x3 3
√

1 + x2dx∫ 1

1√
2

1− x2

x2
dx

∫ 4

√
7

dx

x
√
x2 + 9∫ √

3

0

x5 + 2x3

√
x2 + 1

dx

∫ 2

7

dx√
2 + x+ 1∫ 2

1

dx√
(x+ 1)(x+ 2)

∫ 2

1

dx

x
√

1 + x3
.

VÝ dô 16. TÝnh I =

∫ √
3

0

x ln(x+
√
x2 + 1)√

x2 + 1
dx.

§Æt

u = ln(x+
√
x2 + 1)

dv =
xdx√
x2 + 1

=⇒

du =
dx√
x2 + 1

v =
√
x2 + 1.

§¸p sè: I = 2 ln 3−
√

3.

VÝ dô 17. TÝnh I =

∫ 1

0

x2 + x√
x2 + 1

dx.
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C1.

I =

∫ 1

0

x2 + 1 + x− 1√
x2 + 1

dx

=

∫ 1

0

(√
x2 + 1 +

2x

2
√
x2 + 1

− 1√
x2 + 1

)
dx

= · · · = 3
√

2

2
− 1

2
ln |1 +

√
2| − 1.

C2. §Æt

u = x+ 1

dv =
xdx√
x2 + 1

=⇒

{
du = dx

v =
√
x2 + 1.

I = (x+ 1)
√
x2 + 1

]1

0

−
∫ 1

0

√
x2 + 1dx

= 2
√

2− 1−
(x
2

√
x2 + 1 +

1

2
ln |x+

√
x2 + 1|

)]1

0

=
3
√

2

2
− 1

2
ln |1 +

√
2| − 1.

VÝ dô 18. TÝnh I =

∫ 1

−1

x3dx√
x2 + 1

.

C1. TÝch ph©n tõng phÇn

§Æt

u = x2

dv =
xdx√
x2 + 1

=⇒

{
du = 2xdx

v =
√
x2 + 1.

I = x2
√
x2 + 1

]1

−1

−
∫ 1

−1

2x
√
x2 + 1dx = −2

3
(x2 + 1)

√
x2 + 1

]1

−1

= 0.

C2. Hµm d−íi dÊu tÝch ph©n lµ hµm lÎ. I = 0.

VÝ dô 18. TÝnh I =

∫ 1

0

x3

x+
√
x2 + 1

dx.

Trôc c¨n ë mÉu

I =

∫ 1

0

x3(x−
√
x2 + 1)

−1
dx =

∫ 1

0

x3
√
x2 + 1dx︸ ︷︷ ︸

®æi biÕn t=
√

x2+1

−
∫ 1

0

x4dx.

§¸p sè I =
2
√

2− 1

15
.

VÝ dô 18. TÝnh I =

∫ √
2

2√
3

dx

x
√
x2 − 1

.
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* §æi biÕn t =
√
x2 − 1 =⇒ dt =

xdx√
x2 − 1

,
dx

x
√
x2 − 1

=
dt

t2 + 1
.

TiÕp tôc ®æi biÕn, cuèi cïng ®−îc I =
π

12
.

* Cã thÓ ®æi biÕn x =
1

cos t
ngay tõ ®Çu.

TÝch ph©n hµm l−îng gi¸c

1. PhÐp ph©n tÝch ®−a vÒ c¸c d¹ng nguyªn hµm c¬ b¶n

VÝ dô 1. TÝnh I =

∫ π
4

0

dx

cosx sin
(
x+

π

4
)
.

C1. Ta cã

1 =
cos

π

4

cos
π

4

=
cos

[(
x+

π

4

)
− x

]
√

2

2

=
√

2 cos
[(
x+

π

4

)
− x

]
.

I =
√

2

∫ π
4

0

cos
(
x+

π

4

)
cosx+ sin

(
x+

π

4

)
sin x

cosx sin
(
x+

π

4

) dx

=
√

2

∫ π
4

0

cos
(
x+

π

4

)
sin

(
x+

π

4

) dx+
√

2

∫ π
4

0

sin x

cosx
dx =

√
2 ln 2.

C2.

I =
√

2

∫ π
4

0

dx

cosx(sinx+ cosx)
=
√

2

∫ π
4

0

dx

cos2 x(1 + tg x)

=
√

2 ln | tg x+ 1|
]π

4

0

=
√

2 ln 2.

VÝ dô 2.TÝnh I =

∫ π
4

0

dx

1 + tg x
.

ViÕt l¹i I =

∫ pi
4

0

cosxdx

sin x+ cosx
.

* Dïng ®ång nhÊt:

cosx = a(sinx+ cosx) + b(cosx− sin x) =⇒


a =

1

2

b =
1

2
.

I =
1

2

∫ π
4

0

(
1 +

cosx− sin x

sin x+ cosx

)
dx =

π

8
+

1

4
ln 2.

32

w
w
w
.v
ie
t
m
a
t
h
s
.c
o
m

w
w
w
.v
ie
t
m
a
t
h
s
.c
o
m

www.vietmaths.com
www.vietmaths.com


* Cã thÓ sö dông hµm phô.

Bµi tËp. TÝnh I =

∫ π
2

0

4 sinx

(sinx+ cosx)3
dx.

VÝ dô 3. TÝnh I =

∫ π
3

π
6

sin2 x

cos6 x
dx.

I =

∫ π
3

π
6

tg2 x · 1

cos4 x
dx =

∫ π
3

π
6

tg2 x(1 + tg2 x)
dx

cos2 x
.

§æi biÕn t = tg x ta ®−îc I =
42
√

3− 8

15
.

VÝ dô 4. TÝnh I =

∫ 4π
3

π

dx

sin
x

2

, J =

∫ 1
2

0

dx

1 + cos x
.

I =

∫ 4π
3

π

dx

2 sin
x

4
cos

x

4

=
1

2

∫ 4π
3

π

dx

tg
x

4
cos2

x

4

= 2

∫ 4π
3

π

d
(
tg
x

4

)
tg
x

4

= 2 ln
∣∣∣tg x

4

∣∣∣ ] 3π
4

π

= ln 3.

J =

∫ 1
2

0

dx

2 cos2
x

2

= tg
x

2

] 1
2

0

= tg
1

4
.

Bµi tËp. TÝnh I =

∫ π
3

π
6

√
tg2 x+ cotg2 x− 2dx.

VÝ dô 4. TÝnh I =

∫ 2π

0

√
1 + sinxdx.

I =

∫ 2π

0

√(
sin

x

2
+ cos

x

2

)2
=

∫ 2π

0

∣∣∣sin x
2

+ cos
x

2

∣∣∣ dx
=
√

2

∫ 2π

0

∣∣∣sin (x
2

+
π

4

)∣∣∣ dx
=
√

2

(∫ 3π
2

0

sin
(x
2

+
π

4

)
dx−

∫ 2π

3π
2

sin
(x
2

+
π

4

)
dx

)
= 4

√
2.

2. Ph−¬ng ph¸p ®æi biÕn

C¸c dÊu hiÖu ®æi biÕn:

(i) LÎ theo sin x, ®Æt t = cos x.

(ii) LÎ theo cosx, ®Æt t = sinx.
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(iii) Ch½n theo sin x vµ cosx, ®Æt t = tg x (hoÆc t = cotg x).

Ngoµi ra mäi tÝch ph©n ®Òu cã thÓ ®Æt t = tg
x

2
.

VÝ dô 6. TÝnh I =

∫
0

π

2
cos3 x sin2 xdx , J =

∫ π
4

0

sin 4x

1 + cos2 x
dx.

* TÝnh I : §æi biÕn t = sinx =⇒ dt = cos xdx.

I =

∫ 1

0

(1− t2)t2dt =
2

15
.

* TÝnh J : J = 2

∫ π
4

0

2 sin 2x cos 2x

3 + cos 2x
dx.

§æi biÕn t = cos 2x =⇒ dt = −2 sin 2xdx

J = −
∫ 0

1

2tdt

3 + t
= −2

∫ 0

1

tdt

t+ 3
= 2

∫ 1

0

t+ 3− 3

t+ 3
dt

= 2(t− 3 ln |t+ 3|)
]1

0

=
4

15
+ 6 ln

3

4
.

Bµi tËp. TÝnh I =

∫ 0

−π
2

2 sin x cosxdx

(2 + sinx)2
, J =

∫ π
3

π
6

dx

sin4 x cosx
.

VÝ dô 7. TÝnh I =

∫ π
4

0

cosx+ sinx√
3 + sin 2x

dx.

ViÕt l¹i I =

∫ π
4

0

cosx+ sinx√
4− (sinx− cosx)2

dx.

§æi biÕn t = sinx− cosx, ta ®−îc I =

∫ 0

−1

dt√
4− t2

.

TiÕp tôc ®æi biÕn t = 2 sinu =⇒ dt = 2 cos udu. Ta cã I =

∫ 0

−π
6

du =
π

6
.

VÝ dô 8. TÝnh

I =

∫ π
2

0

dx

1 + cos x+ sinx
, J =

∫ π
2

0

sin x+ 7 cosx+ 6

4 sin x+ 3 cosx+ 5
dx.

TÝnh I : §Æt t = tg
x

2
, ta ®−îc I =

∫ 1

0

dt

t+ 1
= ln |t+ 1|

]1

0

= ln 2.

TÝnh J : ®Æt t = tg
x

2
.

Bµi tËp. TÝnh I =

∫ π
2

0

3 sin x+ 4 cosx

3 sin2 x+ 4 cos2 x
dx.

Gîi ý: T¸ch ra råi ®æi biÕn.

VÝ dô 9. TÝnh I =

∫ π
2

0

sin2xdx√
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

.
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(i) a = b : I =

∫ π
2

0

sin 2xdx

|a|
= − 1

4|a|
.

(ii) a 6= b : ®æi biÕn t =
√
a2 sin2 x+ b2 cos2 x, ta ®−îc

I =
2

a2 − b2

∫ |a|

|b|
dt =

2(|a| − |b|)
a2 − b2

.

3. TÝch ph©n tõng phÇn∫
P (x) sinαxdx

∫
P (x) cosαxdx∫

eax cos(bx)dx

∫
eax sin(bx)dx, a, b 6= 0.

Bµi tËp. TÝnh I =

∫ π
2

0

(2x− 1) cos2 xdx.

VÝ dô 10. TÝnh I

∫ 1

0

x tg2 dx.

I =

∫ 1

0

x
( 1

cos2 x
− 1

)
dx =

∫ 1

0

xdx

cos2 x
−

∫ 1

0

xdx.

TÝch ph©n tõng phÇn vµo tÝch ph©n thø nhÊt, ta ®−îc I1 = tg 1 + ln(cos 1).

TÝch ph©n thø hai I2 =
1

2
.

VËy I = tg 1 + ln(cos 1)− 1

2
.

Bµi tËp. TÝnh I =

∫ π
3

0

x+ sinx

cos2 x
dx. (§S:

π
√

3

2
+ ln

1

2
+ 1).

4. Dïng hµm phô

VÝ dô 11. TÝnh I =

∫ π
2

0

cos2 x cos2 2xdx.

XÐt J =

∫ π
2

0

sin2 x cos2 2xdx. Ta cã

I + J =
1

2

∫ π
2

0

(1 + cos 4x)dx =
π

4

I − J =

∫ π
2

0

cos3 2xdx =
1

4

∫ π
2

0

(cos 6x+ 3 cos 2x)dx = 0.

VËy I =
π

8
.

Chó ý.
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(i) Cã thÓ biÕn ®æi l−îng gi¸c:

cos2 x cos2 2x =
1

4
(1 + cos 2x)(1 + cos 4x)

=
1

8
(2 + 3 cos 2x+ 2 cos 4x+ cos 6x).

(ii) §æi biÕn t =
π

2
− x ta ®−îc I = J. TÝnh I + J ta sÏ suy ra ®−îc I .

Bµi tËp. TÝnh I =

∫ π

0

x cos4 x sin3 xdx. (§S:
2π

35
).

VÝ dô 12. TÝnh I =

∫ π
2

0

sinn x

sinn x+ cosn x
dx.

§æi biÕn t =
π

2
− x.

VÝ dô 13. TÝnh I =

∫ π
2

0

esin
2 x sin x cos3 xdx.

§Æt t = sin2 x.

Hµm v« tØ: I =

∫ 1

0

√
x2 + 1dx.

(i) §æi biÕn x = tg t −→
∫ π

4

0

cos tdt

(1− sin2 t)2

u=sin t−→
∫ √

2
2

0

du

(u+ 1)2(u− 1)2
.

(ii) §æi biÕn t = x+
√
x2 + 1.

(iii) TÝch ph©n tõng phÇn:

{
u =

√
x2 + 1

dv = dx.

TÝch ph©n c¸c hµm siªu viÖt

1. Sö dông nguyªn hµm c¬ b¶n

VÝ dô 1. TÝnh I =

∫ 2

1

dx

ex − e−x
.

I =

∫ 2

1

exdx

e2x − 1
=

∫ 2

1

d(ex)

e2x − 1
=

1

2
ln

∣∣∣∣ex − 1

ex + 1

∣∣∣∣ ]2

1

=
1

2

(
ln
e2 − 1

e2 + 1
− ln

e− 1

e+ 1

)
=

1

2
ln

(e+ 1)2

e2 + 1
.

Bµi tËp. TÝnh I =

∫ 1

0

dx

ex + e−x
.
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VÝ dô 2. Gäi In =

∫ 1

0

e−nx

1 + e−x
dx. TÝnh S = In + In−1.

S =

∫ 1

0

e−nx

1 + e−x
dx+

∫ 1

0

e−(n−1)x

1 + e−x
dx =

∫ 1

0

e−(n−1)x(e−x + 1)

1 + e−x
dx

=

∫ 1

0

e−(n−1)xdx =
e(1−n)x

1− n

]1

0

=
e1−n − 1

1− n
.

2. Ph−¬ng ph¸p ph©n tÝch

VÝ dô 3. TÝnh I =

∫ 1

0

dx

e2x + ex
.

I =

∫ 1

0

dx

ex(ex + 1)
=

∫ 1

0

ex + 1− ex

ex(ex + 1)
dx =

∫ 1

0

( 1

ex
− 1

ex + 1

)
dx

=

∫ 1

0

( 1

ex
− ex + 1− ex

ex + 1

)
dx =

∫ 1

0

(
e−x − 1 +

ex

ex + 1

)
dx

=
(
− e−x − x+ ln(ex + 1)

)]1

0

= ln
e− 1

2
− e−1.

Bµi tËp. TÝnh c¸c tÝch ph©n sau∫ 1

0

dx

e2x + 3
;

∫ 1

0

dx

ex + 1
;

∫ ln 2

0

dx

5 + ex
;

∫ ln 2

0

1− ex

1 + ex
.

3. §æi biÕn

VÝ dô 4. TÝnh I =

∫ 1

0

(1 + ex)2

ex
dx.

§æi biÕn t = ex, ta ®−îc I =

∫ e

1

(1 + t)2

t2
dt = e− 1

e
+ 2.

VÝ dô 5. TÝnh I =

∫ e

1

√
2 + lnx

2x
dx.

§æi biÕn t = ln x =⇒ dt =
dx

x
. Ta ®−îc

I =

∫ 1

0

√
2 + t

2
dt =

3
√

3− 2
√

2

3
.

VÝ dô 6. TÝnh I =

∫ ln 3

0

dx√
ex + 1

.
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§æi biÕn t =
√

1 + ex =⇒ t2 = 1 + ex =⇒ 2tdt = exdx.

I = 2

∫ 2

√
2

dt

t2 − 1
= ln

∣∣∣∣t− 1

t+ 1

∣∣∣∣ ]2

√
2

= − ln 3(3− 2
√

2).

VÝ dô 7. TÝnh I =

∫ 1

0

1

4− x2
ln

2 + x

2− x
dx.

§æi biÕn t = ln
2 + x

2− x
=⇒ dt =

dx

4− x2
.

I =

∫ √
3

0

tdt =
1

2
t2

]ln 3

0

=
ln2 3

2
.

Bµi tËp. TÝnh c¸c tÝch ph©n sau∫ 1

0

e−xdx

e−x + 1
;

∫ 2

−2

ln(x+
√
x2 + 1)dx;

∫ 1

0

(1 + ex)2

ex
dx;∫ e

0

(1 + ex)2

1 + e2x
dx

∫ ln 2

0

e2xdx√
ex + 1

;

∫ ln 2

0

√
ex − 1dx∫ e

1

lnx · 3
√

2 + ln2 x

x
dx.

4. TÝch ph©n tõng phÇn

VÝ dô 8. TÝnh I =

∫ 1

0

x ln(1 + x2)dx.

§Æt

{
u = ln(1 + x2)

dv = xdx
=⇒


du =

2xdx

1 + x2

v =
x2

2
.

I =
x2

2
ln(1 + x2)

]1

0

−
∫ 1

0

x3dx

1 + x2
=

ln 2

2
−

∫ 1

0

x(x2 + 1)− x

x2 + 1
dx

=
ln 2

2
−

∫ 1

0

(
x− x

1 + x2

)
dx =

ln 2

2
−

[
x2

2
− 1

2
ln(1 + x2)

]1

0

= ln 2− 1

2
.

Bµi tËp. TÝnh c¸c tÝch ph©n∫ 2

0

xe2xdx;

∫ 1

0

x2e−xdx;

∫ 1

0

x2 ln(2x+ 1)dx.

VÝ dô 9. TÝnh I =

∫ 1

0

e2x+ex

dx.
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ViÕt l¹i I =

∫ 1

0

ex · eex · exdx. §æi biÕn t = ex =⇒ dt = exdx. Ta cã

I =

∫ e

1

tetdt = tet

]e

1

−
∫ e

1

etdt = ee+1 − ee.

Bµi tËp. TÝnh c¸c tÝch ph©n∫ π
2

0

esin
2 x · sin x · cos3 xdx;

∫ π
2

0

ex cosxdx.

VÝ dô 10. TÝnh I =

∫ e

1

ln
3
√

1 + ln2 x

x
dx.

§æi biÕn t = ln x, ta ®−îc I =
1

2

∫ 1

0

ln(1 + t2)dt.

§Æt

{
u = ln(1 + t2)

dv = dt

du =
2tdt

1 + t2

v = t.

I =
1

3

[
t ln(1 + t2)

]1

0

−2

∫ 1

0

t2dt

1 + t2

]

=
ln 3

3
− 2

3

∫ 1

0

t2 + 1− 1

t2 + 1
dt =

ln 3

3
− 2

3

(∫ 1

0

dt+

∫ 1

0

dt

1 + t2

)
=

ln 3

3
− 2

3
t

]1

0

+
2

3

∫ 1

0

dt

1 + t2
=

ln 3− 2

3
+

2

3

∫ 1

0

dt

1 + t2
.

§æi biÕn t = tg u, cuèi cïng ta ®−îc I =
ln 3− 2

3
+

2

3
· π
4
.

VÝ dô 11. TÝnh I =

∫ 1

−1

x4 + sinx

x2 + 1
dx.

H−íng dÉn: I =

∫ 1

−1

x4 + sinx

x2 + 1
dx =

∫ 1

−1

x4dx

x2 + 1
+

∫ 1

−1

sin x

x2 + 1︸ ︷︷ ︸
=0 do hµm lÎ

.

TÝch ph©n truy håi

1. TÝch ph©n tõng phÇn

VÝ dô 1. Cho In =

∫ 1

0

xn
√

1− xdx.

a) ThiÕt lËp hÖ thøc liªn hÖ gi÷a In vµ In−1.

b) TÝnh In.
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a) §Æt

{
u = xn

dv =
√

1− xdx
=⇒

du = nxn−1dx

v = −2

3

√
(1− x)3.

In = −2

3
x
√

(1− x)3

]1

0

+
2n

3

∫ 1

0

xn−1(1− x)
√

1− xdx

=
2n

3

(∫ 1

0

xn−1
√

1− xdx−
∫ 1

0

xn
√

1− xdx

)
=

2n

3
(In−1 − In).

VËy In =
2n

2n+ 3
· In−1 (1).

b) Tõ (1) ta ®−îc

In =
2n

2n+ 3
· 2(n− 1)

2n+ 1
· 2(n− 2)

2n− 1
· · · 2

5
I0

=
2nn!

5 · 7 · · · (2n+ 3)
·
∫ 1

0

√
1− xdx

=
2nn!

5 · 7 · · · (2n+ 3)
· 2

3

(
1− x

) 3
2

]1

0

=
2n+1n!

3 · 5 · 7 · · · (2n+ 3)
.

VÝ dô 2. Cho In =

∫ π

0

cosn x cosnxdx.

a) ThiÕt lËp hÖ thøc liªn hÖ gi÷a In vµ In−1.

b) TÝnh In.

a) §Æt

{
u = cosn x

dv = cosnxdx
=⇒

du = −n cosn−1 x sin xdx

v =
1

n
sinnx.

In =
1

n
sinnx cosn x

]π

0

+

∫ π

0

cosn−1 x sin x sinnxdx

=
1

2

∫ π

0

cosn−1 x
[
cos(n− 1)x− cos(n+ 1)x

]
dx

=
1

2

(∫ π

0

cosn−1 x cos(n− 1)xdx−
∫ π

0

cosn−1 x cos(n+ 1)xdx

)
=
In−1

2
. (1)

b) Tõ (1) ta cã In =
1

2
· 1

2
· · · 1

2
· I0 =

1

2n

∫ π

0

dx =
π

2n
.

VÝ dô 3. Cho In =

∫
0

π

2
xn sin xdx.

a) ThiÕt lËp hÖ thøc liªn hÖ gi÷a In vµ In−2.

b) TÝnh I2, I3.
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TÝch ph©n tõng phÇn hai lÇn. §Æt

{
u = xn

dv = sinxdx
=⇒

{
du = nxn−1dx

v = − cosx
ta ®−îc

In = −xn cosx

]π
2

0

+n

∫ π
2

0

xn−1 cosxdx.

TiÕp theo, ®Æt

{
u = xn−1

dv = cos xdx
=⇒

{
du = (n− 1)xn−2dx

v = sinx.

In = n

(
xn−1 sin x

]π
2

0

−(n− 1)

∫ π
2

0

xn−2 sin xdx

)
= n

[(π
2

)n−1 − (n− 1)In−2

]
= n

(π
2

)n−1 − n(n− 1)In−2.

Bµi tËp. Cho In =

∫ 1

0

(1− x2)ndx.

a) ThiÕt lËp hÖ thøc liªn hÖ gi÷a In vµ In−1.

b) TÝnh In.

VÝ dô 4. Cho tÝch ph©n In =

∫ π
4

0

tg2n xdx, n ∈ Z+.

a) Chøng minh In ≥ In+1.

b) LËp hÖ thøc liªn hÖ gi÷a In vµ In−1.

c) Chøng minh
1

2(2n+ 1)
≤ In ≤

1

2(2n− 1)
.

a) 0 ≤ x ≤ π

4
=⇒ 0 ≤ tg x ≤ 1 =⇒ tg2(n+1) x ≤ tg2n x

=⇒
∫ π

4

0

tg2(n+1) xdx ≤
∫ π

4

0

tg2n xdx =⇒ In+1 ≤ In,∀n ∈ Z+.

b) ViÕt In l¹i:

In =

∫ π
4

0

tg2n−2 x tg2 xdx =

∫ π
4

0

tg2n−2 x
( 1

cos2 x
− 1

)
dx

=

∫ π
4

0

tg2n−2 xd(tg x)−
∫ π

4

0

tg2n−2 xdx =
tg2n−1 x

2n− 1

]π
4

0

−In−1

=
1

2n− 1
− In−1.

c) KÕt qu¶ ë a) chøng tá d·y In gi¶m.

2In = In + In ≤ In + In−1 =
1

2n− 1
=⇒ In ≤

1

2(2n− 1)

2In = In + In ≥ In + In+1 =
1

2n+ 1
=⇒ In ≥

1

2(2n+ 1)
.
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Tõ ®©y suy ra
1

2(2n+ 1)
≤ In ≤

1

2(2n− 1)
.

VÝ dô 5. Chøng minh
5

2
≤

∫ 3

2

x2dx√
x2 − 1

≤ 9
√

2

4
.

XÐt f(x) =
x2

√
x2 − 1

; x ∈ [2, 3]. Ta cã

f ′(x) =
x(x2 − 2)

(x2 − 1)
3
2

> 0, ∀x ∈ [2, 3].

VËy

f(2) ≤ f(x) ≤ f(3) =⇒ 4√
3
≤ x2

√
x2 − 1

≤ 9

2
√

2

=⇒ 4√
3

∫ 3

2

dx ≤
∫ 3

2

f(x)dx ≤ 9

2
√

2

∫ 3

2

dx

=⇒ 5

2
≤

∫ 3

2

x2dx√
x2 − 1

≤ 9
√

2

4
.

VÝ dô 6. Chøng minh
2

e2
≤

∫ 2

0

ex−x2

dx ≤ 2 4
√
e.

XÐt hµm y = x− x2, x ∈ [0, 2].

Ta cã y′ = 1− 2x.

=⇒ −2 ≤ y ≤ 1

4
, ∀x ∈ [0, 2] =⇒ · · · =⇒ ®pcm.

VÝ dô 7. Cho tÝch ph©n I(x) =

∫ x

0

(e2t + e−2t)dt.

a) TÝnh I(x) khi x = ln 2.

b) Gi¶i vµ biÖn luËn ph−¬ng tr×nh I(x) = m.

Ta cã I(x) =
(1

2
e2t − 1

2
e−2t

)]x

0

=
1

2
e2x − 1

2
e−2x.

a) Víi x = ln 2 ta cã I(ln 2) =
15

8
.

b) §Æt t = e2x > 0. Gi¶i ra t = m +
√

1 +m2. VËy víi mäi m ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm duy nhÊt

x = ln
√
m+

√
1 +m2.

øng dông tÝch ph©n

1. DiÖn tÝch h×nh ph¼ng
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a) Giíi h¹n bëi mét ®−êng: D :


y = f(x)

Ox

x = a

x = b.

SD =

∫ b

a

|f(x)|dx.

b) Giíi h¹n bëi mét ®−êng vµ trôc Ox: D :

{
y = f(x) (C)

Ox.

T×m hoµnh ®é giao ®iÓm cña (C) vµ Ox. Gi¶ sö c¸c hoµnh ®é giao ®iÓm lµ x1, . . . , xn. Khi ®ã

SD =

∫ xn

x1

|f(x)|dx.

c) Giíi h¹n bëi hai ®−êng:

NÕu D1 :


y = f(x) (C1)

y = g(x) (C2)

x = a

x = b

th× SD1 =

∫ b

a

|f(x)− g(x)|dx.

NÕu D2 :

{
y = f(x) (C1)

y = g(x) (C2)
th× t×m hoµnh ®é giao ®iÓm cña (C1) vµ (C2). Gi¶ sö c¸c hoµnh ®é

giao ®iÓm lµ x1 < · · · < xn. Khi ®ã

SD2 =

∫ xn

x1

|f(x)− g(x)|dx.

VÝ dô 1.

a) D1 :


y = sin2 x cos3 x

y = 0

x = 0

x =
π

2

b) D2 :



x = 1

x = e

y = 0

y =
lnx

2
√
x
.

SD1 =

∫ π
2

0

|sin2x cos3 x|dx chó ý cosx ≥ 0, ∀x ∈
[
0,
π

2

]
=

∫ π
2

0

sin2 x cos3 xdx =

∫ π
2

0

1 + cos 2x

2
· 3 cos x− cos 3x

4
dx

=
1

8

∫ π
2

0

(3 cos 2x cosx− cos 3x+ 3 cosx− cos 2x cos 3x)dx

=
1

8

∫ π
2

0

(1

2
cos 3x− 1

2
cos 5x+ 4 cosx

)
dx

=
1

8

(1

6
sin 3x− 1

10
sin 5x+ 4 sin x

)]π
2

0

=
7

15
(®vdt).
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SD2 =

∫ e

1

∣∣∣∣ lnx

2
√
x

∣∣∣∣ dx =

∫ e

1

lnxdx

2
√
x

(
§Æt

u = ln x

dv =
dx

2
√
x

)

=
√
x lnx

]e

1

−
∫ e

1

√
x

x
dx = (

√
x lnx− 2

√
x)

]e

1

= 2−
√
e (®vdt).

Bµi tËp. TÝnh diÖn tÝch c¸c miÒn

a) D :


y = x2 − 2x

x = −1

x = 2

y = 0

b) D :

{
sin3 x+ cos3 x

y = 0.

c) Kh¶o s¸t vµ vÏ ®å th× hµm sè y =
x2 + 3x+ 1

x+ 1
(C).

TÝnh SD biÕt D :


(C)

y = 0

x = 0, x = 1

.

VÝ dô 3. TÝnh SD biÕt D :


y =

1

sin2 x

y =
1

cos2 x
x =

π

6
, x =

π

3
.

SD =

∫ π
3

π
6

∣∣∣∣ 1

sin2 x
− 1

cos2 x

∣∣∣∣ dx.
• π

6
≤ x ≤ π

4
=⇒ 0 < sin x ≤ cosx =⇒ 1

sin2 x
− 1

cos2 x
≥ 0.

• π

4
≤ x ≤ π

3
=⇒ 0 < cosx ≤ sin x =⇒ 1

sin2 x
− 1

cos2 x
≤ 0.

SD =

∫ π
4

π
6

(
1

sin2 x
− 1

cos2 x

)
dx+

∫ π
3

π
4

(
1

cos2 x
− 1

sin2 x

)
dx =

8√
3
− 4.

VÝ dô 4. D :


y = 2x

y = 3− x

x = 0.

S =

∫ 1

0

(3− x− 2x)dx =
5

2
− 2

ln 2
.

Bµi tËp. TÝnh diÖn tÝch c¸c miÒn sau:

D :


y =

∣∣1− 2 sin2 3x

2

∣∣
y = 1 +

12x

π
x = 0, x =

π

2

D :


y = ex

y = e−x

x = 1.
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VÝ dô 5. TÝnh diÖn tÝch miÒn D :

{
y = x2 − 2x

y = −x2 + 4x.

S =

∫ 3

0

(−x2 + 4x− x2 + 2x)dx = 9 (®vdt).

VÝ dô 6. TÝnh diÖn tÝch miÒn D :

{
y2 − 2y + x = 0

x+ y = 0.

Ph−¬ng tr×nh tung ®é giao ®iÓm: y2 − 2y = y ⇐⇒

[
y = 0

y = 3.

S =

∫ 0
3| − y2 + 2y + y|dy =

9

2
.

VÝ dô 7. TÝnh diÖn tÝch miÒn D :

{
y = |x2 − 4x+ 3|
y = 3− x.

Ph−¬ng tr×nh hoµnh ®é giao ®iÓm: |x2 − 4x+ 3| = 3− x

⇐⇒

{
3− x ≥ 0

(x2 − 4x+ 3 + 3− x)(x2 − 4x+ 3− 3 + x) = 0
⇐⇒

x = 0

x = 2

x = 3.

S = S1 + S2 + S3 víi S1 =
7

6
, S2 =

5

6
, S3 =

1

6
. VËy S =

13

6
.

Bµi tËp. TÝnh diÖn tÝch c¸c miÒn sau:

D :

{
y = x2

x = −y2
D :

y = x2 +
3

2
x− 3

2
y = |x|

D :

{
y = |x2 − 1|
y = |x|+ 5

D :

{
y = ax2 (a > 0)

y = ax+ 2a.
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d) Giíi h¹n bëi ba ®−êng: D :


y = f(x)

y = g(x)

y = h(x).

T×m giao ®iÓm cña tõng cÆp ®−êng råi suy ra diÖn tÝch miÒn cÇn t×m.

VÝ dô 8. TÝnh diÖn tÝch miÒn D :


y = x2

y =
x2

27

y =
27

x
.

x2 =
x2

27
⇐⇒ x = 0, x2 =

27

x
⇐⇒ x = 3,

x2

27
=

27

x
⇐⇒ x = 9.

S = S1 + S2 =

∫ 3

0

(
x2 − x2

27

)
dx+

∫ 9

3

(27

x
− x2

27

)
dx = 27 ln 3.

Bµi tËp. TÝnh diÖn tÝch c¸c miÒn:

D :


y = x2

y =
x2

8
y = 8

D :

{
y = −x2 + 4x− 3 (C)

Hai tiÕp tuyÕn cña (C) t¹i A(0,−3), B(3, 0).

e) DiÖn tÝch h×nh giíi h¹n bëi c¸c ®−êng bËc hai.

VÝ dô 9. TÝnh diÖn tÝch h×nh giíi h¹n bëi ®−êng trßn (C) : (x − 1)2 + y2 = 1 vµ ®−êng th¼ng
(d) : y = x. TÝnh tØ sè diÖn tÝch hai phÇn.

VÝ dô 10. TÝnh diÖn tÝch h×nh Elip
x2

a2
+
y2

b2
= 1.

VÝ dô 11. TÝnh tØ sè diÖn tÝch hai h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi c¸c ®−êng (P ) : y2 = 2x vµ (C) :
x2 + y2 = 8.

§S:
3π + 2

9π − 2
.

Bµi tËp.

1. TÝnh diÖn tÝch miÒn D :

{
(P ) : y2 = 2px

(C) : 27py2 = 8(x− p)3.

2. TÝnh diÖn tÝch phÇn chung cña hai elip:
x2

a2
+
y2

b2
= 1,

x2

b2
+
y2

a2
= 1.

3. TÝnh tØ sè diÖn tÝch c¸c miÒn

D1 :

{
(P ) : y2 = 2x

(C) : x2 + y2 = 24
vµ D2 :

(P ) : y2 = 2x

(E) :
x2

2
+ y2 = 1.

VÝ dô 12. XÐt h×nh giíi h¹n bëi (P ) : y = x2 vµ ®−êng th¼ng ®i qua A(1, 4) cã hÖ sè gãc k. X¸c
®Þnh k ®Ó S nhá nhÊt.
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(d) : k(x − 1) + 4, (P ) ∩ (d) = {B,C}. Khi ®ã xB, xC lµ hai nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh x2 −

kx+ k − 4. VËy ta cã

{
xB + xC = k

xB · xC = k − 4.

S =

∫ xC

xB

(kx− k + 4− x2)dx =
(kx2

2
− (k − 4)x− x3

3

)]xC

xB

=
k

2
(xC − xB)2 − (k − 4)(xC − xB)− 1

3
(x3

C − x3
B) = (k2 − 4k + 16)

3
2 .

(S nhá nhÊt) ⇐⇒ (k2 − 4k + 16 nhá nhÊt ) ⇐⇒ k = 2.

VËy Smin = 24
√

3 khi k = 2.

2. ThÓ tÝch

TÝnh thÓ tÝch khèi trßn xoay sinh ra do c¸c miÒn sau ®©y quay quanh Ox.

1. D =
{
y = tg x, x = 0, x =

π

3
, y = 0

}
.

2. D = {y = x lnx, y = 0, x = 1, x = e}.

3. G = {y = 4− x2, y = x2 + 2}.

4. D =

{
y =

1

x2 + 1
, y =

x2

2

}
.

5. H×nh trßn x2 + (y − 2)2 ≤ 1.
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